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一类蜘蛛 －昆虫模型平衡态正解的存在性

姜洪领
（宝鸡文理学院数学与信息科学学院，陕西 宝鸡 ７２１０１３）

摘　要：研究一类单食饵－双捕食者的蜘蛛－昆虫模型。利用特征值变分原理和极值原理给出正解的先验估计
及正解存在的必要条件。应用空间分解和隐函数定理得到正解存在的充分条件。结果表明，在特定条件下，系统

共存态依赖于昆虫的生长率。
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　　利用特定物种进行农业生态系统管理是一个很
有意义的课题［１－３］。文 ［４－５］讨论了如下用
ＯＤＥ刻画的Ｓｐｉｄｅｒｉｎｓｅｃｔ系统
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ｄｔ＝ｒｐ１－

ｐ( )Ｋ －ａｐｓｗ－ｂｐｓｃ，
ｄｓｗ
ｄｔ＝ｓｗ ｅａｐ－μｗ －

ｓｗ( )Ｗ ，
ｄｓｃ
ｄｔ＝ｓｃ ｅｂｐ－μｃ－
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
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
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




Ｖ

（１）

其中ｐ（ｔ）表示昆虫密度，ｓｗ（ｔ），ｓｃ（ｔ）表示两类蜘
蛛密度，ｒ表示昆虫ｐ（ｔ）的内禀增长率，μｗ和μｃ分
别表示ｓｗ（ｔ）和ｓｃ（ｔ）的死亡率。ａ，ｂ分别表示

ｓｗ（ｔ）和 ｓｃ（ｔ）的捕食率。所有参数都是正常数，
详细生物意义见文 ［５］。文 ［４］研究了 （１）含
有时滞时平衡态正解的有界性，局部稳定性以及其

产生的 Ｈｏｐｆ分歧。文 ［５］研究了非时滞系统的
持久性和全局稳定性，同时也研究带时滞系统的全

区稳定性及其 Ｈｏｐｆ分歧。需要注意的是，模型
（１）是在忽略文献 ［１－２］提出的蜘蛛会在其属
地 （ｌｉｖｉｎｇｈａｂｉｔａｔｓ）内迁移的情况下建立的。这种
迁移会导致物种在空间的不均匀分布，并且这种不

均匀分布可能影响系统的生态动力学行为。因此利

用扩散来模拟这种行为［６－７］。为了便于后面的书

写，利用下列无量纲变量
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珔ｕ＝ｒｐＫ，
珋ｖ＝ａｓｗ， 珔ｗ＝ｂｓｃ， 珔β＝ｒ， 珔γ＝μｗ，

珋δ＝μｃ， 珔ａ＝Ｋｅａｒ，
珋ｂ＝Ｋｅｂｒ，

珋ｃ＝ １ａＷ，
珔ｄ＝１ｂＶ

并且沿用不带 ‘－’的记号，（１）可化为如下带
有齐次Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的反应扩散方程组

ｕｔ－Δｕ＝ｕ（β－ｕ－ｖ－ｗ），

（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，∞）；
ｖｔ－Δｖ＝ｖ（－γ＋ａｕ－ｃｖ），

（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，∞）；
ｗｔ－Δｗ＝ｗ（－δ＋ｂｕ－ｄｗ），

（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，∞）；
ｕ｜Ω ＝ｖ｜Ω ＝ｗ｜Ω ＝０， ｔ＞

















０

初值条件为

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）≥０，０；ｘ∈ 珚Ω；

ｖ（ｘ，０）＝ｖ０（ｘ）≥０，０；ｘ∈ 珚Ω；

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ）≥０，０；ｘ∈ 珚Ω
其平衡态系统为如下椭圆型方程组

－Δｕ＝ｕ（β－ｕ－ｖ－ｗ）， ｘ∈Ω，
－Δｖ＝ｖ（－γ＋ａｕ－ｃｖ）， ｘ∈Ω，
－Δｗ＝ｗ（－δ＋ｂｕ－ｄｗ）， ｘ∈Ω，
ｕ｜Ω ＝ｖ｜Ω ＝ｗ｜Ω ＝










０

（２）

其中ｕ表示昆虫的密度，ｖ，ｗ表示蜘蛛的密度，β表
示昆虫的内禀生长率，γ，δ表示蜘蛛的死亡率。Ω
为ＲＮ的具有光滑边界的有界开区域，Δ项表示物
种的扩散项。显然系统 （２）中的参数都是正常
数。本文与文 ［８－１０］有着明显的不同。在文
［８］中，作者研究的是一个捕食者两个食饵情形，
在文 ［９－１０］中，作者研究的是三物种竞争模
型。

本文主要讨论系统 （２）正解的先验估计、存
在正解的必要条件。同时利用空间分解结合隐函数

定理给出正解存在的条件。

１　正解的先验估计和存在的必要条件
首先介绍两个记号。

记λ１（ｑ）为
－Δφ＋ｑφ＝λφ，ｘ∈Ω，φ｜Ω ＝０

的主特征值，这里ｑ∈ Ｃ（珚Ω），对应特征函数在 Ω
上具有正性。利用主特征值变分原理有

（ｉ）若 ｑ１（ｘ）≥ ｑ２（ｘ）且 ｑ１（ｘ） ｑ２（ｘ），则
λ１（ｑ１）＞λ１（ｑ２）。

（ｉｉ）对任意实数 ｍ，λ１（ｍ）＝ｍ＋λ１，这里，
λ１ ＝λ１（０）。

记θβ为
－Δｕ＝ｕ（β－ｕ），ｘ∈Ω，ｕ｜Ω ＝０ （３）

的正解。由文 ［１１－１２］可知，当且仅当 β＞λ１
时正解 θβ存在且惟一。同时 θβ ＜β且关于 β是
（λ１，＋∞）到Ｃ

２（Ω）∩Ｃ０（珚Ω）上的严格递增，连
续可微映射。下面给出正解的先验估计和正解存在

的必要条件。

定理１　若系统 （２）存在非负解 （ｕ，ｖ，ｗ）使
得ｕ０，则β＞λ１，ｕ＜β。进而

γ＜ａβ－λ１，δ＜ｂβ－λ１
　　证明　记φ１ ＞０是对应λ１的主特征函数，对
系统 （２）中第一式两边同乘φ１并积分可得

－∫Ωφ１Δｕｄｘ＝∫Ωφ１ｕ（β－ｕ－ｖ－ｗ）ｄｘ＜β∫Ωφ１ｕｄｘ

由

－∫Ωφ１Δｕｄｘ＝λ１∫Ωφ１ｕｄｘ
得

（β－λ１）∫Ωφ１ｕｄｘ＞０
从而β＞λ１。

令珔ｕ＝β－ｕ（０），代入系统 （２）中第一个
方程整理有

－Δ珔ｕ＋β珔ｕ＝珔ｕ２＋ｕ（ｖ＋ｗ）≥０
由强极大值原理可得珔ｕ＞０，即ｕ＜β。在系统 （２）
中的第二，第三个方程中利用 ｕ＜β，并重复 β＞
λ１的证明过程即可证明其余结论。

因此本文始终假设γ＜ａβ－λ１，δ＜ｂβ－λ１。
定理２　任意系统 （２）的正解 （ｕ，ｖ，ｗ）（若

存在）必满足

０＜ｕ＜θβ，　０＜ｖ＜
ａβ－γ
ｃ ，

０＜ｗ＜ｂβ－γｄ
　　证明　由定理１知β＞λ１，ｕ＜β，容易验证β，
ｕ分别是 （３）式的有序上解和下解，从而利用标准
的上下解方法结合θβ的惟一性即有ｕ＜θβ。

令珋ｖ＝ａβ－γｃ －ｖ，代入系统 （２）中第二个方

程可得

－Δ珋ｖ＋（２ａβ－ａｕ－γ）珋ｖ＝ｃ珋ｖ２＋ａβ－γｃ （ａβ－ａｕ）

由定理１可知２ａβ－ａｕ－γ有界且右端≥，０，利

用极值原理可得ｖ＜ａβ－γｃ 。同理可得第三个不等

式。

５６
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定理３　对任意给定的ａ，ｂ＞０，存在β０＞λ１，
使得β＞β０时，

０＜γ ＝－λ１（－ａθβ）＜ａβ－λ１，
０＜δ ＝－λ１（－ｂθβ）＜ｂβ－λ１

　　证明　由文 ［１１］中第二章论述可知
ｌｉｍ
β→λ＋１
θβ ＝０，ｌｉｍβ→＋∞θβ ＝＋∞

对任意的ｘ∈Ω０Ω。
因此利用主特征值性质有

ｌｉｍ
β→λ＋１
λ１（－ａθβ）＝ｌｉｍ

β→λ＋１
λ１（－ｂθβ）＝λ１，

ｌｉｍ
β→＋∞
λ１（－ａθβ）＝ｌｉｍβ→＋∞λ１（－ｂθβ）＝－∞

从而对任意给定的ａ，ｂ，存在β０＞λ１，当β＞β０时
使得左端成立。利用性质 （ｉ）和 （ｉｉ）以及 θβ ＜
β可知

－λ１（－ａθβ）＜－λ１（－ａβ）＜
－（－ａβ＋λ１）＝ａβ－λ１

同理可得 －λ１（－ｂθβ）＜ｂβ－λ１。

２　正解的存在性
令

Ｘ＝（Ｗ２，ｐ（Ω）∩Ｗ１，ｐ０ （Ω））
３，Ｙ＝（Ｌｐ（Ω））３

其中

Ｗ１，ｐ０ （Ω）＝｛ｕ∈Ｗ
１，ｐ（Ω）｜ｕ＝０，ｘ∈Ω｝

记Ｌ为 （２）在 （γ，δ，θβ，０，０）处关于 （ｕ，ｖ，ｗ）
的线性化算子，这里 γ，β 由定理３给出。直接
计算可知

Ｌ＝

－Δ＋２θβ－β θβ θβ

０ －Δ＋γ －ａθβ ０

０ ０ －Δ＋δ －ｂθ













β

（４）
则Ｌ（φ，ψ，χ）＝０等价于

－Δφ＋（２θβ－β）φ＝－θβψ－θβχ，

－Δψ－ａθβψ＝－γ
ψ，

－Δχ－ｂθβχ＝－δ


{
χ

简单计算可知

Ｎ（Ｌ）＝ｓｐａｎ｛Φ１，Φ２｝ （５）
这里

Φ１ ＝（φ１，ψ１，０），Φ２ ＝（φ２，０，χ１） （６）
φ１ ＝（－Δ＋２θβ－β）

－１（－θβψ

１）＜０，

φ２ ＝（－Δ＋２θβ－β）
－１（－θβχ


１）＜

{ ０
（７）

其中ψ１ ＞０，ｘ∈Ω，是λ１（－ａθβ）对应的主特征函

数；χ１ ＞０，ｘ∈Ω，是λ１（－ｂθβ）对应的主特征函
数。

设Ｌ为算子Ｌ的伴随算子，则Ｌ（φ，ψ，χ）＝
０等价于

－Δφ＋（２θβ－β）φ＝０，

－Δψ－ａθβψ＋γ
ψ＝－θβφ，

－Δχ－ｂθβχ＋δ
χ＝－θβ

{
φ

注意到λ１（２θβ－β）＞０，有φ≡０。所以
Ｎ（Ｌ）＝ｓｐａｎ｛Φ１，Φ２｝ （８）

其中

Φ１ ＝（０，ψ１，０），Φ２ ＝（０，０，χ１） （９）
利用Ｆｒｅｄｈｏｌｍ选择公理结合 （８）式可知

Ｒ（Ｌ）＝｛（φ，ψ，χ）∈Ｘ｜

∫Ωψψ１ｄｘ＝∫Ωχχ１ｄｘ＝０｝ （１０）

综合 （５）式，（８）式有
ｄｉｍＮ（Ｌ）＝ｃｏｄｉｍＲ（Ｌ）＝２

所以不能应用基于单重特征值的ＣｒａｎｄａｌｌＲａｂｉｎｏｗｉ
ｔｚ分歧定理。受文献 ［１３］的启发，我们应用空
间分解和隐函数定理来讨论系统 （２）发自点
（γ，δ，θβ，０，０）处的分歧解，即就是下面的定
理。

定理 ４　对给定的 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，当 β＞β０时，
（γ，δ，θβ，０，０）是系统 （２）的一个分歧点，即
在（γ，δ，θβ，０，０）的邻域内系统 （２）存在正解

（ｕ，ｖ，ｗ）＝
［θβ＋ｓ（φ


１ｃｏｓθ＋φ２ｓｉｎθ），ｓψ１，ｓχ１］＋
ｓ［ｚ１（ｓ），ｚ２（ｓ），ｚ３（ｓ）］

这里，０＜ｓ０，θ∈ ０，π( )２ 。β０，γ，δ 由定理３
给出，ｚ１（ｓ），ｚ２（ｓ），ｚ３（ｓ）由 （１３）式给出。

证明　作变换珘ｕ＝ｕ－θβ，Ｕ＝（珘ｕ，ｖ，ｗ）∈Ｘ。
Ｈ：Ｒ×Ｒ×Ｘ→Ｙ定义为

Ｈ（γ，δ，Ｕ）＝
－Δ珘ｕ－β珘ｕ＋ｆ１（珘ｕ，ｖ，ｗ）

－Δｖ＋γｖ－ｆ２（珘ｕ，ｖ，ｗ）

－Δｗ＋δｗ－ｆ３（珘ｕ，ｖ，ｗ









）

（１１）

其中

ｆ１（珘ｕ，ｖ，ｗ）＝珘ｕ（２θβ＋珘ｕ＋ｖ＋ｗ）＋θβ（ｖ＋ｗ），

ｆ２（珘ｕ，ｖ，ｗ）＝ｖ（ａ珘ｕ＋ａθβ－ｃｖ），

ｆ３（珘ｕ，ｖ，ｗ）＝ｗ（ｂ珘ｕ＋ｂθβ－ｄｗ）

则（ｕ，ｖ，ｗ）是系统 （２）的正解等价于 （ｕ－θβ，ｖ，
ｗ）是Ｈ（γ，δ，Ｕ）＝０的满足ｕ－θβ＜０，ｖ＞０，ｗ＞
０的解。容易验证

Ｈ（γ，δ，０）≡０，对任意的γ，δ∈Ｒ；
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ＨＵ（γ，δ，０）＝Ｌ，Ｌ由 （４）式给出
现将空间Ｘ，Ｙ做如下正交分解

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２：Ｘ１ ＝Ｎ（Ｌ），
Ｘ２ ＝｛Φ∈Ｘ｜＜Φ，Φ１ ＞＝＜Φ，Φ２ ＞＝０｝；

Ｙ＝Ｙ１＋Ｙ２：Ｙ１ ＝Ｎ（Ｌ），Ｙ２ ＝Ｒ（Ｌ）
其中 Ｎ（Ｌ），Ｎ（Ｌ），Ｒ（Ｌ）分别由 （５）式， （８）
式，（１０）式给出；Φ１，Φ２由 （６）式给出。故可将
任意的Ｕ∈Ｘ写成

Ｕ＝ｓ（Φ１ｃｏｓθ＋Φ２ｓｉｎθ＋Ｚ），
Ｚ＝（ｚ１，ｚ２，ｚ３）∈Ｘ２ （１２）

这里的ｓ，θ为待定的参数，θ∈ ０，π( )２ 。显然，求解
Ｕ转化为只需求出Ｚ＝（ｚ１，ｚ２，ｚ３）。记γ＝γ ＋τ１，
δ＝δ ＋τ２，对任意给定的θ，定义Ｈ１（Ｚ，τ１，τ２，ｓ）：
Ｘ２×Ｒ×Ｒ×Ｒ→Ｙ为

Ｈ１（Ｚ，τ１，τ２，ｓ）＝
ｓ－１Ｈ（ｓ（Φ１ｃｏｓθ＋Φ２ｓｉｎθ＋Ｚ），γ ＋τ１，δ ＋τ２）
利用 （１１）式简单计算可得

Ｈ１（Ｚ，τ１，τ２，ｓ）＝

－Δ珔ｕ－β珔ｕ＋ｆ１（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）

－Δ珋ｖ＋γ珋ｖ－ｆ２（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）

－Δ珔ｗ＋δ珔ｗ－ｆ３（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ









）

其中

ｆ１（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝珔ｕ（２θβ＋ｓ珔ｕ＋ｓ珋ｖ＋ｓ珔ｗ）＋θβ（珋ｖ＋珔ｗ），
ｆ２（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝珋ｖ（ａθβ＋ｓａ珔ｕ－ｓｃ珋ｖ），
ｆ３（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝珔ｗ（ｂθβ＋ｓｂ珔ｕ－ｓｄ珔ｗ）

以及

珔ｕ＝φ１ｃｏｓθ＋φ２ｓｉｎθ＋ｚ１，
珋ｖ＝ψ１ｃｏｓθ＋ｚ２，
珔ｗ＝χ１ｓｉｎθ＋ｚ３

这里的ψ１，χ１，φ１，φ２ 由 （７）式给出。
ｉ）当τ１ ＝τ２ ＝ｓ＝０，Ｚ＝（０，０，０）时，

－Δ珔ｕ－β珔ｕ＋ｆ１（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝
ｃｏｓθ［（－Δ＋２θβ－β）φ


１ ＋θβψ


１］＋

ｓｉｎθ［（－Δ＋２θβ－β）φ

２ ＋θβχ


１］

由 （７）式可知上式为零。同理计算可得
－Δ珋ｖ＋γ珋ｖ－ｆ２（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝０，

－Δ珔ｗ＋δ珔ｗ－ｆ３（珔ｕ，珋ｖ，珔ｗ）＝０

所以我们有Ｈ１（０，０，０，０）＝０。
ｉｉ）令 Ｄ（Ｚ，τ１，τ２）Ｈ１（０，０，０，０）为算子 Ｈ１在 （０，

０，０，０）处关于（Ｚ，τ１，τ２）的导算子，则

Ｄ（Ｚ，τ１，τ２）Ｈ１（０，０，０，０）＝
－Δ＋２θβ－β ０ ０

θβ －Δ＋γ －ａθβ ０

θβ ０ －Δ＋δ －ｂθβ
０ ψ１ｃｏｓθ ０

０ ０ χ１ｓｉｎ

















θ

Ｔ

记 ＝Ｄ（Ｚ，τ１，τ２）Ｈ１（０，０，０，０），则 是Ｘ２×Ｒ×Ｒ
→Ｙ的线性连续映射且有

（Ｚ，τ１，τ２）＝ＬＺ＋τ１Φ１ｃｏｓθ＋τ２Φ２ｓｉｎθ
这里的Ｌ，Φ１，Φ２ 分别由 （４）式，（９）式给

出。下面证明 是双射。

当 （Ｚ，τ１，τ２）＝０，由 ＬＺ∈ Ｙ２ ＝Ｒ（Ｌ），
τ１Φ１ｃｏｓθ＋τ２Φ２ｓｉｎθ∈Ｙ１ ＝Ｎ（Ｌ）可得

ＬＺ＝０，τ１Φ１ｃｏｓθ＋τ２Φ２ｓｉｎθ＝０
若Ｚ０，则Ｚ∈Ｘ１＝Ｎ（Ｌ），与Ｚ∈Ｘ２矛盾。故
Ｚ≡０。利用Φ１，Φ２ 的线性无关性并注意到ｃｏｓθ，
ｓｉｎθ∈（０，１）可得τ１ ＝τ２ ＝０。至此证明了 是

单射。

由 Ｙ＝Ｙ１＋Ｙ２，对任意的ｙ０∈Ｙ，ｙ０＝ｙ１０＋ｙ２０，
其中ｙ１０∈Ｙ１＝Ｎ（Ｌ），ｙ２０∈Ｙ２＝Ｒ（Ｌ）。则ｙ１０＝
珔τ１Φ１ｃｏｓθ＋珔τ２Φ２ｓｉｎθ的原像就是 （Ｚ，珔τ１，珔τ２）。设
ｙ２０在Ｘ中的原像为ｘ０＝ｘ１０＋ｘ２０，其中ｘ１０∈Ｘ１，ｘ２０
∈Ｘ２，则有

ｙ２０ ＝Ｌｘ０ ＝Ｌｘ１０＋Ｌｘ２０ ＝Ｌｘ２０
这就证明了ｘ２０就是ｙ２０在Ｘ２中的原像。因此 是

满射。

综合ｉ），ｉｉ）并由隐函数定理可知在 （Ｚ，τ１，
τ２）＝（０，０，０）的邻域内存在关于ｓ的函数（珔Ｚ（ｓ），
珔τ１（ｓ），珔τ２（ｓ））使得

Ｈ１（珔Ｚ（ｓ），珔τ１（ｓ），珔τ２（ｓ），ｓ）≡０
其中 珔Ｚ（ｓ）＝（ｚ１（ｓ），ｚ２（ｓ），ｚ３（ｓ））∈ Ｘ２且 珔Ｚ（ｓ），
珔τ１（ｓ），珔τ２（ｓ）满足
珔Ｚ（０）＝（０，０，０），珔τ１（０）＝０，珔τ２（０）＝０ （１３）
代回到 （１２）式可知
珚Ｕ（ｓ）＝ｓ（Φ１ｃｏｓθ＋Φ２ｓｉｎθ＋珔Ｚ（ｓ）），ｓ＞０

是Ｈ（γ，δ，Ｕ）＝０的解。
注１　定理４表明，在蜘蛛的捕食率 （即参数

ａ，ｂ）确定的条件下，存在常数β０＞λ１，使得昆虫
的生长率β大于 β０时，只要蜘蛛的生长率 γ，δ分
别在γ，δ 附近，系统存在共存态。由于 γ ＝
－λ１（－ａθβ），δ

 ＝－λ１（－ｂθβ）。所以在上述条件
下，系统的共存态最终依赖于昆虫的生长率。

（下转第８８页）
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ｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９９７，３４９（６）：
２４４３－２４７５．

［１２］　ＷＡＮＧＬＪ，ＪＩＡＮＧＨＬ，ＬＩＹ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｓｏ
ｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｐｌａｎｔｐｏｌｌｉｎａｔｏｒｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．
ＤｉｓｃｒｅｔｅａｎｄＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓＳｅｒｉｅｓＢ，
２０１５，２０：１８０５－１８１９．

［１３］　ＹＡＭＡＤＡＹ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｓｆｏｒｐｒｅｙｐｒｅｄａｔｏｒ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＤｉｒｉｃｈｌｅｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，１９９０，２１
（２）：３２７－３４５．

８８


